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Niech ® bedzie metazmienng, ktorej wartosciami sg operatory wie-
dzy lub operatory przekonan. Niech A, B, ... bedg metajezykowymi
zmiennymi przebiegajgcymi zbior formut jezyka (zdaniowej) logiki epi-
stemicznej. Symbol | czytamy "jest tezg". Rozwazmy zaleznosci o
schematach:

LO1: jesli F A, to | ®A

LO2: jesli tA—B,to |} ®A — ®B
LO3: jesli A« B, to | ®A < ®B
LO4: }®A - ®(A v B)

LO5: [ (®A v ®B) > &®A v B)
LO6: | —(®A A ®—A)

LO7: F®(A —> B) > (®A > ®B)
LO8: | ®A < B) > (®A < ®B)
LO9: | ®(AAB)— QA A QB
LO10: F®A A ®B — ®(A A B)




Zaleznosci te obowigzujg we wszystkich rozwazanych dotad logikach
wiedzy i/lub przekonan. Z drugiej strony, co najmniej niektore z tych za-
leznosci mozna interpretowac jako przypisujgce podmiotowi epistemicz-
nemu wszechwiedze logiczng (logical omniscience).

Dlaczego?

Rozwazmy zaleznosc:

LO1: jesli | A, to | QA

Niech ® oznacza "podmiot a wie, ze".

Zaleznosc¢ LO1 implikuje wowczas m.in., ze podmiot a zna wszystkie
tezy KRZ (scislej: ze dla kazdej tezy KRZ, A, jest tak, ze podmiot a wie,
ze A).

A teraz przypuscmy, ze ® oznacza "podmiot a jest (catkowicie)

przekonany, ze A".

Wowczas, na mocy LO1, kazda teza KRZ jest (catkowitym) przeko-
naniem podmiotu a.

Mozna zapytac, czy nie sg to zbyt daleko idgca idealizacje.




Teraz rozwazmy zaleznosc:
LO2: jesli tA— B, to |} ®A — ®B

Jak pamietamy, formuta postaci A — B (jezyka KRZ) jest tezg KRZ
wtw formuta B wynika logicznie na gruncie KRZ z formuty A.

Przypusémy, ze podmiot a wie/jest przekonany, ze A. Wowczas, na
mocy zaleznosci LO2, do wiedzy/przekonan podmiotu a nalezg wszyst-
kie sgdy wynikajgce logicznie z A. W tym takze te, ktore wprawdzie wy-
nikajg logicznie z A, ale sg na tyle "odlegtymi konsekwencjami” sgdu A,
iz rozwazany podmiot nie wie/nie jest przekonany/nie jest swiadomy te-
go, ze wynikajg one z A.

Rowniez tutaj mozna mie€ uzasadniong watpliwosc, czy nie jest to
zbyt daleko idgca idealizacja.




Z Kkolei zaleznosc¢:
LO3: jesli A« B,to | ®A < ®B

zdaje sie orzeka¢ o podmiocie a co nastepuje: gdy A oraz B sg loqgicz-
nie rownowazne, to podmiot a wie/ jest przekonany, ze A zawsze i tyl-
ko, gdy podmiot a wie/ jest przekonany, ze B.

Jest oczywiste, ze jest to daleko idgca idealizacja.

O zaleznosciach LO4-LO10 mowilismy na konwersatorium, stad tez
pomine tutaj ich analize.

Zauwazmy teraz, ze obowigzywanie w rozwazanych logikach epi-
stemicznych zaleznosci LO1, LO2 i LO3 jest prostym nastepstwem fak-
tu, iz logiki te budujemy na bazie normalnych modalnych logik zdanio-

wych.

Z kolei, patrzgc od strony semantycznej, gdy budujemy semantyki dla
(zdaniowych) logik epistemicznych tak, jak robilismy to dotgd, zaleznosci
LO1L, LO2 i1 LO3 obowigzywacC muszg. Aby ich obowigzywanie uchylic,
musimy zatem zmodyfikowacC semantyke.



Do powstajgcych w logikach epistemicznych paradoksow wszech-
wiedzy logicznej mozna podejs¢ dwojako.

Po pierwsze, mozna twierdziC, ze w istocie wskazujg one na przed-
miot rozwazan danej logiki epistemicznej, logiki wiedzy i/lub przekonan.
Otoz przedmiotem tym nie sg tylko odpowiednie nastawienia sgdzenio-
we (propositional attitudes) zywione aktualnie przez podmiot — nawet
wyidealizowany — lecz rowniez cos wiecej. zobowigzania (commit-
ments) podmiotu do zywienia tych nastawien.

Co to konkretnie znaczy? Coz, zapraszam na wyktad :)

Po drugie, mozna uznac, ze wystepowanie paradoksow wszechwie-
dzy logicznej w poszczegolnych logikach epistemicznych jest — jednak!
— istotng wada tych logik, a nastepnie starac sie budowac logiki episte-
miczne wolne od tych paradoksow.

Wymaga to jednak zastosowania jakichs "nowych" srodkow seman-
tycznych i/lub odejscia od normalnych modalnych logik zdaniowych.




Modele Rantali



Finski logik Veikko Rantala podat w 1982 r. pewng semantyczng
metode "blokowania" paradoksow wszechwiedzy logicznej — | zarazem
semantyczng metode budowy logik epistemicznych wolnych od tych pa-
radoksow.

Mowigc najogolniej, gtowny pomyst Rantali polega na wzieciu pod
uwage obok swiatow mozliwych (possible worlds) rowniez tzw. niemoz-
liwych swiatow mozliwych (impossible possible worlds).

Pojecie niemozliwego swiata mozliwego (sic!) byto juz, nawiasem
mowigc, uzywane wczesniej, gdy budowano semantyki typu Kripkego
dla logik istotnie stabszych od K.

Intuicja lezgca u podstaw pojecia niemozliwego swiata mozliwego
jest nastepujgca: jest to taki swiat, w ktorym wszystko jest mozliwe —
nawet sprzecznosc! — ale nic nie jest konieczne.



Dla uproszczenia zatézmy, ze rozwazamy jednopodmiotowg zda-
niowg logike przekonan, w ktorej jedynym operatorem epistemicznym
jest B (believes).

Niech W bedzie niepustym zbiorem, natomiast W* bedzie podzbio-
rem zbioru W. Intuicyjnie rzecz biorgc, W* to zbiér niemozliwych swia-
tow mozliwych, roznica W \ W# to zbidr "mozliwych" swiatow mozliwych,

natomiast W — to zbior "mozliwych i niemozliwych" swiatow mozliwych.

Zasadnicza idea jest teraz nastepujgca: w swiatach "niemozliwych"
wszystkie formuty sg traktowane jak "atomy". W konsekwencji wartosc¢
logiczna formuty ztozonej w swiecie "niemozliwym" nie zalezy od warto-
Sci logicznych jej formut sktadowych w tym swiecie. Powoduje to, ze —
przyktadowo - formuta o schemacie A A —A moze byC prawdziwa w
Swiecie "niemozliwym" w; w swiecie takim moze by¢ prawdziwa impli-
kacja A — B, chociaz jest w nim prawdziwy jej poprzednik i fatszywy
jest nastepnik etc.




Model Rantali to czworka uporzadkowana:
($) <W, R, v, W#>,

gdzie W i W¥ sg rozumiane jak wyzej, a ponadto:
¢ Vv jest funkcjg wartosciowania o nastepujgcych witasnosciach:
o V przyporzgdkowuje kazdej parze <pi, w>, gdzie pi jest zmienng
zdaniowg, aw € W\ W¥ (tj. w jest "mozliwym" $wiatem mozli-
wym), doktadnie jedng z wartosci logicznych: 1, O;
o V przyporzgdkowuje kazdej parze <A, w>, gdzie A jest (dowol-
ng) formutg, aw € W¥ (tj. w jest niemozliwym swiatem mozli-
wym) doktadnie jedng z wartosci logicznych: 1, 0.
e Rc W x W jest relacjg (epistemicznej) alternatywnosci takg, ze:
o R jest seryjna w zbiorze W,

o R jest przechodnia i euklidesowa w zbiorze W \ W¥ (tj. w zbiorze
"mozliwych" swiatow mozliwych rozwazanego modelu),
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o a ponadto R spetnia pewne dalsze warunki o ktorych powiemy
za chwile.

Pojecie prawdziwosci formuty A w sSwiecie w modelu Rantali

M=<W, R, v,

W#>, symbolicznie M ¥ A, okresla sie tak:

> jesliw e W¥ to: MEYA wtw v(A, w) = 1;
> jesliw e W\ W to:

()M
(2) M
(3) M
(4) M
(5) M
(6) M
(7) M

=V pi wtw v(pi, w) = 1;

YA wtw M non EV A;

Y (A A B) wtw M EYA oraz M BV B;

Y (A v B) wtw M YA lub M ¥ B;

Y (A — B) wtw M non FYA lub M F* B;

LY (A <> B) wtw M EYA zawsze i tylko, gdy M V" A;

=V BA wtw dla kazdego w* € W takiego, ze wRw*:

M EV* A
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Wspomniane wczesniej dodatkowe warunki naktadane na relacje al-
ternatywnosci R sg nastepujgce:

% dla kazdego w € W \ W¥, dla kazdego w* € W¥: jesli wRw*
oraz v(—-B—A, w*) = 1, to dla pewnego w**ec W takiego, ze
wRw** zachodzi M F'"A.

7

% dla kazdego w € W\ W#, dla kazdego w* € W¥: jesli wRw*
oraz v(BA, w*) = 1, to dla kazdego w**e W takiego, ze wRw**
zachodzi M EV7A.

Komentarz: zapraszam na wyktad :)

Prawdziwos¢ formuty w modelu Rantali postaci <W, R, v, W*> jest
definiowana (nieco) niestandardowo: formuta A jest prawdziwa w mode-
lu Rantali <W, R, v, W#> wtw dla kazdego w € W \ W¥ jest tak, ze
M EYA

-- 1. gdy A jest prawdziwa w kazdym "mozliwym" swiecie mozliwym
rozwazanego modelu.
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Teraz mozemy rozwazyc¢ klase formut, ktére sg prawdziwe w kaz-
dym modelu Rantali. Bedg to prawa logiki epistemicznej (tutaj: logiki
przekonan) wyznaczonej przez dang klase modeli Rantali.

Otoz do klasy tej nalezg m.in. formuty:
4g: Bp —» BBp
53: —pr —> B—pr

Dla nas jednak istotniejsze jest to, ktore formuty nie sg prawami logiki
epistemicznej wyznaczonej przez analizowang klase modeli Rantali.

Rozwazmy dla przyktadu formute:
Bp — B(p v q)

Wezmy model Rantali M = <W, R, v, W#> spetniajgcy nastepujgce wa-
runki:

ow e W\W*, w e W¥ oraz wWRW’;
e v(p, w*) = 1 dla kazdego w*e W takiego, ze WRw*;
evV(pvq,w’)=0.
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Wdéwczas mamy M EY Bp oraz M non FY B(p v q), czyli:
M non ¥ (Bp —»B(p v q)).
Skoro w € W\ W¥# znaczy to, ze formuta:
Bp — B(p v q)

nie jest prawdziwa w pewnym modelu Rantali. Tak wiec mozemy po-
wiedzieé, ze zaleznos¢ o schemacie:

LO4: }®A - ®(A v B)

nie obowigzuje w logice epistemicznej wyznaczanej przez (rozwazang)
klase modeli Rantali.

W podobny sposdb mozna pokazac, ze w logice tej nie obowigzuje
zadna z zaleznosci o schematach LO5-L0O10. Pozostawiam to Panstwu
jako ¢wiczenie :)
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Rozwazmy teraz przypadek zaleznosci o schemacie:

LO1: jesli | A, to | ®A
Niech A ma posta¢ p — p. Bierzemy model Rantali M = <W, R, v, W#>
i Swiat w’ e W* taki, ze v(p — p, w’) = 0. Jest oczywiste, ze formuta
p — p jest prawdziwa w kazdym "mozliwym" swiecie mozliwym modelu
M, tj. ze MEY(p — p) dla kazdego w € W \ W¥, Jest niemniej oczywiste,
ze formuta p — p, podobnie jak kazdy inny aksjomat rachunkowozda-
niowy, jest prawdg w kazdym modelu Rantali, czyli wszystkie aksjomaty
rachunkowozdaniowe sg tezami logiki epistemicznej wyznaczonej przez

(rozwazane) modele Rantali. PrzypusCmy teraz, ze w jest dowolnym
ale ustalonym swiatem z W \ W# oraz ze wRw’. Dostajemy:

M non Y B(p — p)
czyli kontrprzyktad dla zaleznosci o schemacie LO1.

W podobny sposéb mozna pokazac, ze w logice epistemicznej wy-
znaczonej przez (rozwazane) modele Rantali nie obowiazujg zaleznosci
o0 schematach LO2 i LO3. | to pozostawiam Panstwu jako ¢wiczenie :)
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Modele sitowe
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Wsrod formut wynikajgcych logicznie z danej formuty mamy zarow-
no takie, ktorych podmiot jest Swiadomy (aware), jak i takie, ktorych
podmiot swiadomy nie jest. Kolejna semantyczna metoda "blokowania”
paradoksow wszechwiedzy logicznej nawigzuje do tej intuicji, zaliczajgc
do wiedzy/ przekonan podmiotu tylko te konsekwencje logiczne aktual-
nie zywionych przekonan/ posiadanej wiedzy, ktorych podmiot jest
swiadomy.

Metoda ta zostata zaproponowana przez Fagina i Halperna w 1988 r.

Podobnie jak poprzednio, dla uproszczenia rozwazamy jednopodmio-
towq logike przekonan z operatorem B (believes), ale bez operatora du-
alnego wobec B. Do jezyka wprowadzamy natomiast nowy operator S:;
formute o schemacie SA czytamy "podmiot jest swiadomy tego, ze A".
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Modelem sitowym nazywamy czworke uporzgdkowana:
($9) <W, R, v, f>
gdzie W jest niepustym zbiorem ("swiatow mozliwych"), R c W x W jest
relacjg epistemicznej alternatywnosci, ktora jest seryjna, przechodnia i
euklidesowa w zbiorze W, a v jest funkcjg wartosciowania, przyporzad-
kowujgcg kazdej parze postaci <pi, w>, gdzie pi jest zmienng zdaniowg
oraz w € W, doktadnie jedng z wartosci logicznych: 1 lub 0, natomiast f
jest funkcjg o argumentach w zbiorze W i wartosciach bedgcych zbio-
rami formut (intuicyjnie: funkcjg, przyporzadkowujgcg swiatom zbior
tych wszystkich formut, ktorych podmiot jest Swiadomy w tych swia-
tach), spetniajgcg nastepujgcy warunek:
s dla kazdego w € W: elementami f(w) sg wszystkie podsta-
wienia nastepujgcych formut:
* Bp > —-B-p
= Bp - BBp
= —.Bp —» B-Bp.
Komentarz: oczywisty, ale i tak zapraszam na wyktad :)
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Prawdziwosc formuty A w swiecie w modelu sitowego M = <W, R, v, >,
symbolicznie: M ¥ A, definiujemy nastepujaco:

(1) M
(2) M
3) M
(4) M
(5) M
(6) M
(7) M
(8) M

LY pi wiw v (pi, W) = 1;

YA wtw M non VY A;

LY (A A B) wtw M FYA oraz M " B;

=Y (A v B) wtw M EYA lub M " B;

Y (A — B) wtw M non FYA lub M ¥ B;

LV (A <> B) wtw M EYA zawsze i tylko, gdy M E" B;
LY SA wtw A e f(w);

=V BA wtw A e f(w) oraz dla kazdego w* € W takiego, ze
wRw*: M EY"A.

Prawdziwos¢ w modelu sitowym to prawdziwos¢ w kazdym swiecie te-
go modelu. Tezami |logiki epistemicznej wyznaczonej przez (rozwaza-
ng) klase modeli sitowych sg formuty prawdziwe w kazdym modelu si-

towym.
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Jak tatwo zauwazyc, tezami analizowanej logiki sg m.in. wszystkie
aksjomaty rachunkowozdaniowe oraz wszystkie podstawienia formut
Dg, 48 1 58. W logice te] nie zachodzg natomiast zaleznosci o schema-
tach LO1-LO51LO7-LO10. Dlaczego? Co6z, zapraszam na wyktad :)

*k*%k

Poza przedstawionymi wyzej, istnieje rzecz jasna wiele innych me-
tod "blokowania" paradoksu wszechwiedzy logicznej — oraz wiele logik
epistemicznych, w ktorych nie wystepujg co najmniej niektore formy te-
go paradoksu. Logiki te sg jednak zwykle bardziej skomplikowane —
syntaktycznie i/lub semantycznie — niz logiki epistemiczne przedstawia-
ne na tym cyklu wyktadow.

Informacje na temat wielu z takich logik mogg Panstwo zaczerpngc¢
np. z artykutu przeglagdowego Gocheta i Gribomonta "Epistemic Logic".
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